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1
くと，A－modelとはリーマン面（境界付きのものも許す）から多様体への正則写像の数え上げに対応し，
B－mode1はCalabi－Yau多様体またはその上の正則ベクトル束の変形理論に対応するものである．位相
的弦理論は，元の超弦理論という非常に難しい対象に比べて，はるかに物理的にも数学的にも取り扱いや
すい．すると最初に述べた「事実」は次のようになる．
事実2（予想2の物理的記述）．M上の、4－mo∂elはW上のB－mo4e～と等価である．
　　よって，この「物理的事実」を定式化してミラー対称性の背景にある「数学的対象」を解明すること
が問題となる．そこで，Kontsevich－Manin［10］は（閉じた）位相的弦理論の数学的定式化としてCoh（＞
mological　Field　Theory（以下コホモロジー的場の理論と呼ぶ）という概念を導入し，（closed）A－modeI
（Gromov－Witten　invariantの理論）を定式化した．一方で，（closed）B－modelについては現在に至るま
であまりよくわかっていない．もう少し具体的にいうと，3点相関関数などの一部の量については，基本
的に層係数コホモロジーの積であり非常にわかりやすく，さらに多様体の周期を用いて計算が可能である
場合もあるが，これらはA－model側ではgニ0に対応する部分だけであり，さらにこの場合でも，全て
のc1＝0の多様体に対して統一的に取り扱う枠組みはまだ理解されていない，ということである．
　我々の目的は，（closed）B－model（g＝0）をPrimitive　Formの理論（の枠組み）として理解し，ミ
ラー対称性をGromov－Witten不変量の理論から定まるコホモロジー的場の理論とPrimitive　Formの
理論から定まるそれとの同型として定式化することである．このように考えることの背景には｛18】に述
べられている，位相的シグマ模型と位相的Landau－Ginzburg（orbifbld）模型と呼ばれるものの等価性が
ある．そして，Primitive　Formの理論は位相的重力に結合した位相的Landau－Ginzburg模型と呼ばれ
るものに対応している（例えば［1ユH171参照）．このアプローチの長所は，　Calabi－Yau多様体以外に対し
てもミラー対称性を見ることができるという点である．とくに，CP1に対して具体的にミラー多様体C＊
が構成されることを説明する．
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1　コホモロジー的場の理論
　　HをZ2－gradedな有限次元瓦二Q（または］R，　C）ベクトル空間，η：H×H→んを非退化な
pairing，ル（g，π（2g＋π≧3）を種数gのπ点付きのリーマン面のモジュライ空間のDeligne－Mumfbrd
コンパクト化とする．｛0α｝をHの基底とし，ηαb：＝η（0α，Ob）と書く．
定義1．1（［10］112］）．Hと次の条件を満たすた線形写像∫g，π：Hη→H＊（ル｛g，π，ん）の組をコホモロ
ジー的場の理論と呼ぶ．
1．石，wは両辺の自然な5wの作用に関して共変的である．
2．g，≧0，2gτ＋叫一3≧0，（iニ1，2）なる任意の分割g＝g1＋g2，σ：｛1，＿，π｝＝51U52，
　πi＝15、iに対する自然な写像ψσ：ル｛g、，π，＋1×ル｛g，，π2＋1→ルfg，η，に対して，
ψ：（1，，。（0。、⑧…⑧0。。））＝・（・）（石、，。、＋1叫、，。，＋・）（（⑧0。。）⑧△⑧（⑧0。，））・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P∈s1　　　　　　　　　　9∈52
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　　　ここで△：＝ΣαbOαηα606，ησbご（ηαb）－1，ε（σ）は0α、，＿，0α蔦のoddな元の入れ替えによっ
　　て出る符号である、
　3．2点の張り合わせによって得られる写像ψ：ル｛g＿1，酔2→ルfg，π，に対して，
　　　　　　　　　　ψオ（∫9，九（o轟三⑧…⑧o△π戊）＝ち＿1，吟2（oα三⑪…蓼o＠諏⑧△）．
　次に、CohFT（万，∬g，九）に対応する相関関数を次のように定義する。
　　　　　　　　　　　　〈0。、＿0。。〉、・つC伝（仇・・・…（㌧）・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9・覧
　相関関数の母函数を考えると都合がよい場合が多い。
定義L2．　H上の形式的な関数馬を
　　　　　　　　　　　　彫＝Σ・（・）批・…ら〈oα1…砿＞9
　　　　　　　　　　　　　　　72，σ1，…　，αw
で定義し、種数9の合ee　energyと呼ぶ．
　一般に，g≠0のときは非常に難しいので，　g＝0に限r）て考察する．つまり形式的Frobenius多
様体（fbrmal　FrobeDius　manifbld）（［6］［12】参照）と呼ばれる3つ組（H，η，疏）について考える．これは
次の性質を持つ．
命題L1．　o磁c：ニ∂α砺∂c民〕，C畠：＝Σ》ばCぬ瞭C6とおいたとき，
　　　　　　　　　　　　　　　　　o。。o・・＝Σc；、o，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C
によって0畠は∬⑤た［剛上に可換かつ結合的な積構造を定める．
　積が結合的であることから，次の式が成り立つ．
　　　　　　　　　　　　　　Σc：、礁＝（－1）ぷ）Σoξ。c三・
　　　　　　　　　　　　　　　ε　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢
これをWDVV方程式と呼ぶ．　WDVV方程式は，　Falo多様体などのGromov－Witten不変量を求め
る際に非常に有効である，
2　コホモロジー的場の理論の構成
2．1Gromov－Witten不変量の理論
　まずGromov－Witten不変量の理論によるコホモロジー的場の理論の構成について簡単に述べておこ
う．Gromov－Witten不変量とは，大雑把に言って閉リーマン面から多様体への正則写像の数え上げのこ
とである．これを定式化するために，安定写像の概念が提案された｛10Lここでは簡単のため，　Vを複素
数上定義された滑らかな射影的多様体とする．
定義2ユ．次の条件を満たす組（o；｛π1，＿，τ。｝；∫）を安定写像（stable　map）と呼ぶ．
　1．Cは高々通常2重点のみを持つ閉り一マン面で，η≧0個の互いに異なる滑らかな点砺を持つ，
　2．∫：0→Vは，像を保つような連続的自己同型を持たない正則写像．
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　　ここで，ルlg，π（v，β）を，∫．（［q）＝βなる種数gのη点つき安定写像のmoduli空間とする．
命題2．1（［31［4｜［5D．仮想基本類ψi㎡勉α～九η4αmeπ‘αJ　clα53）と呼ばれるQ係数〇九〇ω群の元
　　　　　　　　［ルfg，π（1ろβ）L，rZ∈ノ1c、（V）（β）＋（3＿dimc　VX9＿1）＋η（ルfg，れ（1ろβ））⑧Q
が存在して，Gromov－Witten類と呼ばれる写像［瑚
　　　　　　　　　　　　　　　∫鰍。，β・H＊（MQ）冗→∬＊（刀，，。，Q）
を導く．
　2g＋η≧3の時は自然な写像
フC『g，π（1ろβ）→万g，w×γπ，　（0；｛¢1，．．．，¢π｝；∫）ト→（05加6～ε；｛エ1，．．．，⑦π｝）×（∫（¢1），．．．，∫（¢π））
がある，この写像による［ルイg，π（万β）】。加の、4＊（Mg，n　Xγπ）⑧Qにおける像をOg，π（Mβ），写像の各
成分への射影をそれぞれπ1，π2と書く．
命題2．2．複素化したκδんJer形式ω∈H2（ηR）＋∨⊂了κ（ここでκはκδ九Zeア錐）を一つ固定し
て，7∈」ぼ＊（γ）に対して
　　　　　　　　　∫㍑（7⑭π）・＝Σe2π百膓ωπ・．（・；（7⑧れ）∪0、，。（Mβ））
　　　　　　　　　　　　　　　β∈H2（工ろz）
とすることでコホモロジー的場の理論が構成できる．
　命題1．1．によってH＊（γ）⑧C［固］上の可換かつ結合的な積構造が定まるが，Zニ0とすることで
H＊（γ）上に環構造が定まる．この環を量子コホモロジー環と呼ぶ．
2．2　Primitive　Formの理論
　一方で，primitive　formの理論からも形式的Frobenius多様体を構成することができる［15］［161［17］．
　∫を原点に孤立特異点を持つ重みつき斉次多項式，πoを
　　　　　　　　　　　　　　　㊧・・一・・…／（∂∫　　∂∫∂Zo’’’”∂z竹）・
で定まるJ㏄obi環とし，μ1＝dimcπoとおく．ここで次の図式を（Z，　X，5，　T）と書く．
　　　　　　　　　　　　　　　〃＋1＋μ：＝x×T5－L・xπ＋μ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・⊥　　　　レ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5μ　　　　一＿→Tμ一1
ここで，δoは5上の原点0において非特異な正則ベクトル場，πはπ一10T＝｛g∈Os：δog＝0｝と
なるような正則なsubmersion　5→T，　gは正則な射影である．
　　さらに，簡単のため次のように（Z，X，5，T）に次のように局所座標系を入れておく：
（£’）＝（τ1，＿，ピー1）Tの局所座標系．
（オ）＝（zo，君’）5の局所座標系で，（δotO＝1，古o（0）＝0）．
（z，均＝（Zo，．．．，zπ，¢’）Xの局所座標系．
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（z，Z）　　Zの局所座標系．
　　これらの準備のもとで，LG　systelnを定義する．
定義2．2．次の3つの条件を満たすZ上の正則関数F（z，舌）のことを（Z，X，5，τ）上のLG　systemと
呼ぶ．
　1．F（z，0）＝∫（z）．
　2．δoF＝1，　F（0）：＝0．
　3．
　　　　　　　　　　T（5）・一π・一・グ・（…／（芸・・一・嘉）・δ一δFlグ・（・・，
　　　はCベクトル空間の同型を与える．
注意．ここで定義したLG　systemは［15］116］では，　Halniltonian　systemと呼ばれている．ここでは
［7］［81と同様に物理のLandau－Ginzburg模型にちなんでLG　systemと呼ぶことにした．
　primitive　fbrmを定義するために必要なresidual　productおよびGauss－Manin接続を導入するた
め次の量を定義しておく．
C　・＝｛（・，り∈ZIF（鋤＝¢°－F°（・，り＝0，多£＝0，…，芸二〇｝
　　　　一｛㈲∈Xi霧1－o，…，書；；－o｝・
Deア5　5上の正則ベクトル場のgermのなすsheaf．
9　・＝｛δ∈・．D・…［δ。，δ］＝0｝＝Σ矯10楊．
　LG　systemの定義によって0は丁上且atであるから次のことが言える．
補題2．3．OT一準同型写像
　　　　　　　　　　　　　　　　　9→q京Oc，　δHδFlσ
は同型となる．そして結果として，9に結合的な可換環の構造およびεo一積の構造が次のようにして定
義することができる’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（δoδ’）Flc：＝δFlc・δ’Flc，　　（紘O　oδ）Flc：＝τOlc・δFlc．
　　この環構造。をresidual　productと呼んでいる．
　　さらに天下りであるが，次の量も定義する．
・．碑）・－q・蹄／∂F°〈d（q・Ω拐）・
・．碓1）・－q・Ω文／。／（4F°〈9・Ω婦＋吻・Ω笑7｝）・
q・Ω・・＝4・Ω鍛／∂F°〈9・Ω文／。・
　　これらからOT完全系列
・→頑C・）巴。．隈）㌦Ω。→・，
を得る．
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定義2．3．
　　　　　▽ヱ」ζ］＝（－1）τ［（∂‘1〈…〈針一1）－1dF°〈d21〈…〈d£2〈…〈dεμ一1∧dζ］，
　　　　　　∂が
によって定義される▽：π．Deγs×π．HC1）→π．碑）共変微分のことをGauss－Manin接続と呼
ぶ．
　Gauss－Manin接続は可積分であり，また次の同型を導く．
　　　　　　　　　　　　　▽δo　：π申7イ婁一1）＝7「＊？イ～9），　　▽δo｛ζ］＝｛dζ1．
　これらの準備のもとで，higher　residue　pajringおよびprimitive　fbrmが定義される．
定義2．4．F（z，£）をLG　systemとする．次の性質を満たすOT一双線形形式の無限列
　　　　　　　　　　　　　　κ（k）・π埠）・π躍）→o。，ん∈N
のことをhigher　residue　pairingと呼ぶ：
　1、たが偶数のとき（奇数のとき），κ（た）は対称（反対称）である．
　2．｛φ1dZo〈…〈d勾，［φ幽く…〈d・。］∈π．碑）に対して，
κゆ（隅［醐一』
［砺φ雀1霞「・
　3．ω1∈π．冗！ご1），ω2∈π．冗19）に対してκ（★）（ω1，ω2）＝κ（仁1）（▽δ。ω1，ω2）．
　4．ω1，ω2∈π。冗～9）に対してκ㈲（£oω1，ω2）一κ（k）（ω1，¢oω2）＝（η＋旬K（★－1）（ω1，ω2）．
5．ω、，ω，∈π。κC1）およびδ∈9｝こ対してδκ（★）（ω、，ω、）＝κ（た）（▽δω、，ω、）＋κ㈲（ω、，▽δω、）．
　κ（o）は非退化なOT一双線形形式」：q．ΩF×g．ΩF→OTを定めることに注意する．
　上で定義されたhigher　residue弧ringを用いて，　primitive　fbrmが次のように定義される．
定義2．5．ζ（o）∈r（5，Hl9））は，次の5つの条件を満たすときprimitive　fbrmと呼ばれる：
　1．ア（o）（ζ（o））∈r（0，ΩF）はΩFのOc一基底である．
　2．δ，δ’∈9に対してκ（1）（▽δζ（－1），▽δ’ζ（－1））＝0．
　3．ある定数rに対し，▽Eζ（o）＝（アー1）ζ（o）．
　4．た≧2およびδ，δ’，δ”∈σに対してκ㈲（▽δ▽δ’ζ（－2），▽δ〃〈（一｝））ニ0．
　5．た≧2およびδ，δ’∈9に対してκ㈹（孟o▽δζ（－1），▽δ’ζ（－1））＝0．
ここでく（一★）：＝（▽δo）－kζとした．
　primitive　formの定義1によりOT一同型写像
　　　　　　　　　　　　　　　9＝4＊ΩF，　δト→δFlc・ア（o）（ζ（o））
がある．するとprimitive　fbrlnの定義4，5によって，接続▽：9×9→9およびOT一自己準同型
」V：9→θが次のように定まる．
　　　　　　　　　　　　　　▽δ▽δ’ζ（－2）ニ▽δoδ’く（－1）＋▽▽δδ’ζ（－2），
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　　　　　　　　　　　　£°▽δζ（－1）＝▽、・。δζ（－1）＋▽N6ζ（－2），δ∈9．
　　これらから次のことがいえる：
　　　　　　　　　　　　　　　▽δ（Nδ’）＝N（▽δδ’），　δ，δ’∈9，
　　　　　　　　　　　　　　　　［▽δ，▽δ’］＝▽【δ，δり，δ，δ’∈9，
　　　　　　　　　　　　　　　▽δδ’一▽δ’δ＝［δ，δ’｜，　δ，δ’∈9，
　　　　　　　　　　δ」（8，δ”）＝」（▽δδ～δ”）十」（δ’，▽δδ”），　δ，δ～δ”∈9，
ここで記号を簡単にするため，」（δ’FIC・ア（0）（＜（0）），δ”FIC・r（0）（ζ（0）））を」（δ，δ’）と書いた．
　　この接続はtorsion　fr㏄で」に関して計量的，しかも可積分であるので，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…⑰一6鳴
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　る＝0
を満たすSの座標系‘o．＿，¢μ一1が線形変換を除いてただ一つ存在する．とくに」（δi，δゴ）がすべての
δτ，δゴ∈ker▽に対して定数であることがわかる、これを平坦座標系（且at　coordinate　system）と呼ぶ．
　　また，Nはker▽上のC一自己準同型であることがわかる．　Nの固有値｛αo，α1，＿，αμ＿1｝を
exponentと呼ぶ．
　μ次元Cベクトル空間H劉を次で定義しよう．
　　　　　　　　　　　　　　　　　躍）・－q．Ω。／m。q．Ω。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ一1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（Dcδ声k・・▽
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞＝0
ここで，mo＝（‘’）：ニ（毒1，＿，㌍一1）は0τoの極大イデアルとする．
　次に，即）⑧q｛τUに・e・id・瓠P・・d・・t。によって積構造を入れる・
　　　　　　　　　　　　∂　　　∂　　　　∂F　　∂F　　　　　　∂F　　　　∂F　　　　　　　　　　　（　　　　o∂が　∂τゴ）F＝扉’～万，m・d（瓦，…莇）・
　　　　　　　　　　　　　　　　　念・晶一乞％募．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　★＝0
＞ 　　　　αゴ・・＝Σ0｛ゴ」（∂∂∂が’∂‡κ）ニκ（・）（▽蓋▽☆く（一・），▽☆ζ（一・））・
　　　　　　　　　　　　　z
　primitive　fbrmの定義2，4によって
　　　　　　　　　　　昔G、ドκ…（▽音▽☆▽語く（－2）・▽☆ζ（－1））
　　　　　　　　　　　　　　　　・K（1）（▽☆▽☆ζ（－2），▽☆▽赤ζ（－2））
　　　　　　　　　　　　　　　　∂　　　　　　　　　　　　　　　＝諏qゴゐ・
であることから，ある正則関数ΦFがあって
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂　∂　∂　　　　　　　　　　　　　　　　　　αゴκ＝莇諏扉ΦF，
と書けることがわかる．すなわち，次の結果を得る．
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定理2．4．LG　s〆em　F（zうτ）に対してん鋤e”e8idμeραiriηgκ（★）およびρパmi伽ε∫o㎜ζ（o）が与
えられたとする。このとき（H貨），」，ΦF）はC上の形式的」陽obeπ施5多様体となる．
　　この結果は，primitive　formの定義からのみ導かれることに注意する．ここまでの議論では，初期条
件の正則関数∫として斉次多項式を考えてきた．この場合は［15］［16］等で示されているように，higher
residue　pairingおよびprimitive　formが存在している．よって常に形式的Frobenius多様体が得られ
る．さらに，この構成を注意深く見ることで次のことがわかる．
命題2．5．LG　sy52em　Fに対して
1．0がτ上β碗である．
2．九igんer　re3i4μeρα‘rれgが存在する．
3．ρπ7π伍ヵe∫om↓が存在する．
の3条件が満たされるならば，正則関数∫＝F（z，0）に対して形式的拓06e励s多様体を構成すること
ができる、
すなわちprim輌tive　formの理論は，形式的Frobenius多様体の1つの構成法と捉えることができる．
3　一般化ミラー対称性予想
　これまでの準備により，次の一般化ミラー対称性予想（GeηemJized　M加’or　5yπ2π｝e鞠007η’e血ηε）
が考えられる．通常ミラー対称性というときには，Calabi－Yau多様体に限るので，ここではGiventa1
［7H8］に従い「一般化」という言葉を用いる．
予想3．1．MをKahler多様体とし，複素化したKahler形式ωを1つ固定する．このとき，LG　system
FとFに対するprilnitive　fbrmが存在して，（H埠（M），島，聯）と（H劉，」，ΦF）は形式的Frobenius
多様体として同型となる．
　本当は，形式的Frobenius多様体としての同型よりも強い条件であるコホモロジー的場の理論として
の同型を要請したいが，今のところprimitive　fbrmの理論からコホモロジー的場の理論を導くことはで
きていないので，この形の予想にした．これは周期積分から高い種数の代数曲線の数え上げをすることに
対応しており，非常に重要な問題であると考えている．
　Calabi－Yau多様体のミラー対称性も含めて考える際には，上で述べた予想を少し変更する必要があ
る．話を明快にするためここでは省略したが，Barannikov－Kontsevichの構成法［11を用いて予想を定
式化する．このBarannikov－Kontsevichの構成法もpri皿itive　fbrmの理論による構成法の1つと考え
るのが自然であるげ＝0として考える）．
　　われわれの主張は，ミラー予想は
M上のGromov－Witten不変量の理論コホモ゜i鵠場の麟（w，∫）上のPrimitive　fbrmの理論
として定式化するのがよい，ということである．次の節では，このことの根拠として，具体的にCP1のミ
ラー対称性について考察する．
4　CP1のミラー対称性
η次元扇Σにより得られるトーリック多様体PΣの量子コホモロジー環が，Laurent多項式
　　　　ゴ
∫。（・）＝Σ・xp（ψ＠、））－1・”・
　　　　乞＝1
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で定義されるJacobi環
Q罵（・・，・）・Cl・芒，…・・元｜／（・・警，…，・・芸），
となることが，Batyrevによって示されている［21．ここでu1，＿，吻は扇Σのすべての1次元錐の生
成元の集合，ψはPΣの複素化されたK五hler錐の元である．
　このことから，（（C）冗，ん）に対してprimitive　fbrmの理論が構成できて，それがPΣのミラーになっ
ているのではないか，という予想が立てられる．これはCIP1に対しては実際に示すことができる［17］．
　CP1の量子コホモロジー環は
Q町（CP・・C）・C［…一・1／（・袈），
で与えられる．ただし
∫：＝z十σz　1，　0＜lql〈1
である．
　（Z，X，5，τ）を
Z：ニC・×C2＿＿L→X：＝C・×C
・⊥　　　　⊥・
s・＝c2　－L・T・＝c，
として
F（2，り：＝εo十z十gexp（重1）z－1，　0＜19｝〈1．
とおく．
　すると，写像
・（・）・・C晶・C晶一・レ，ブ1］／（・袈），・一δFlρ一・…，
はCベクトル空間の同型であるから，FをLG　systemと呼んでよい．
　このLG　systemに対しても，2節と同様にresidual　productやGauss－Manin接続を定i義すること
ができる．さらに，技術的になるので証明を省略するが，higher　residue　pairingが存在することが示せ
る．
命題4ユ．κ（o）が
　　　　　　　　　　　　　K⑨（　　∂z　　由［φ、一】，［φ2－　　　z　　　　　z｜）一恩曇曇）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一、。嵩雛・
で与えられるようなhigher　residue　pairings　K㈲が存在する．
　higher　residue　pajringsκ（灼が与えられるとprimitive　formを定義することができるが，この場合
実際に次のように与えられることがわかる．
定理4．2．LG　system　F（z，舌）＝古o＋z＋qexp（ε1）’1に対するprimitive　fbrmが存在して，
く（°）一 ［司，・一・，
と与えられる、さらに（fo，毒1）は且at　coordinatesである．
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　これもかなり技術的であるので，ここでは証明は省略するが，次の式
　　　　　　　　　　器’器一…p（・・）・－1…xp（・・）・一・
　　　　　　　　　　　　　　　＝qexp（τ1）－ge・Φ（亡1）’1（・－qexp（τ1）ブ1）
　　　　　　　　　　　　　　　一・・xp（・・）蒜一書晶（嘉），
のz筈に比例する項がFの2階微分で書けていることが本質的である．
　上の式および
・（∂∂∂£o’∂が）一嘉藷璽）一＿蕊．、コ・呈瓢詰・一・・
から，
　　　　　　　　　　　　　　　　　・・一；（・°）・・1＋…p（・・）
と与えられることがわかる．これは期待されたように，CP1のGromov－Witten不変量から決まる昂
と一致している．すなわち次が言えた．
定理4．3．ωをCP1上の複素化されたKahler形式とし，　q：＝exp（2π∨コ左p、ω）とおく．このとき
（H9），JlΦF）は形式的Frobenius多様体として（1了＊（CP1，C），左p、，Φ齢、）と同型である．
　一般のトーリックFano多様体に対しても同様のことが成立すると思われる．　primitive　fbrmが存在
するならば，それはく（o）＝1芸く一・〈誓1と与えられることがわかる．
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